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Approximation
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Approximation und Giite

Approximation

@ exakte Losung fiir NP-vollstindige Probleme oft zeitraubend
@ vielleicht reicht eine angendherte Lésung

o Algorithmus f,  — y. Eine Optimallésung mag y* sein
o ~» Giitebegriff fiir Losung und Algorithmus

o Giite der Lsg. durch Metrik d(-,-) € R> auf Lésungsraum,
bspw. induziert durch Norm || - ||

Ubliche Giitefunktion sind

e v(y) = |y| fir y skalar.

o v(y) = |lyll2 = \/Ziy? fiir y in Vektorraum BF.

® v(y) = [[ylloc = max; [y;| fir y € B
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Approximation
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orithmus rter Algorithmus

Approximation und Giite

Giite von Approximationsalgorithmen

Giite der Losung v(y) in Relation zu Giite einer Optimalldsung
vt = v(y").

Mehrere Definitionsmaglichkeiten, teils je nach Problemart:
v
i*y) =1 vt u(y)
o , auch ublich: max{, * } >1
Maximierung —— >1 u(y) v

v(y) —

Minimierung

Giite = 1 <= Optimalldsung erreicht
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Approximation
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Approximation und Giite

Komplexitatsklassen

Klassifikation von Optimierungsalgorithmen f, die eine
Approximation in polynomieller Zeit liefern:

APX approximable
Es gibt eine Ndherungsschranke § > 1, die f fiir jede
Eingabe einhilt ~» O(n°), ¢ > 1.
PTAS polynomial time approximation scheme
Fiir jede Naherungsschranke § = 1 + ¢ l&sst sich ein f;
angeben, dass ¢ fiir jede Eingabe einhilt ~» O(n'/¢).
FPTAS fully polynomial time approximation scheme
Fiir jedes k € N liefert f eine N3herung der Giite
§ <1+ £ und ist polynomiell in Eingabelinge n und k
~ O(k°n?).
FPTAS C PTAS C APX

Weitere Klassen in folgendem Vortrag.
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mation oad-Balancing

Problemstellung

Problem

@ m verschiedene Maschinen My, ..., M,
@ n verschiedene Aufgaben zu erfiillen
o jede Aufgabe j braucht bestimmte Zeit ¢; (gleich auf allen M1;)

Beispiele
o Webserver:

o HTTP + Dynamische Inhalte
e FTP

o Amter, Post, Friseur, ... (nur am Ende der Offnungszeit)
@ SMP-Betriebssysteme: Load-Balancer als Teil des Schedulers

Allgemein dort, wo m vorhandene, nicht verbrauchbare Resourcen
zeitweise allokiert werden.

~> Aufteilung sodass alle Maschinen gleichmaRig ausgelastet sind(?)
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Problemstellung

Load-Balancing als Entscheidungsproblem

Gegeben die Anzahl der Resourcen m € N, die Zeiten t1,...,t, der
Auftrage und ein Zeitlimit 7.

Gibt es eine Verteilung der Auftridge, sodass die maximale
Wartezeit 7' :=max; T; < T ?

Gesamtzeit fiir M;: T; := Z t
Job j in M;

In dieser Allgemeinheit ist Load-Balancing NP-vollstandig:
@ Reduktion von PARTITION: m =2, t; =s;, T = %Z?Zl 55

9/21



Load-Balancing
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Optimierungsproblem

Passendes Optimierungsproblem?

Gegeben #Maschinen m € N, Zeiten t; (j =1,...,n)
Gesucht Aufteilung Jobs j auf Maschinen ¢ ~» Zeiten T;
Ziel Minimiere v(y), y = (T3);
Wie gut ist eine Lésung fiir das Problem?

o gleichmiRige Auslastung: T = % Zj tj

— |
v(ly)= max |[T-T;] — 0

i=1,....m
@ kiirzeste Gesamtzeit

v(y) =T = max T; 5T

i=1,....m

Giitefunktion v hat Auswirkungen auf Faktor bei Approximation.
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Load-Balancing
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Optimierungsproblem

Giite

w(y) = max|T — T} statt v(y) = max T;
g i

im speziellen Fall n =m, t1 > to = ... = t;n:

My My M,

Abbildung: T' versus T
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Load-Balancing
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Optimierungsproblem

LB als Optimierungsproblem

Eingabe m, t1,...,tn.

Ausgabe T; fiir i = 1,...,m, sodass T' mdglichst klein ist.
Triviale Einschrankungen fiir Optimalwert 7

@ Nicht mehr als alle Elemente auf eine Maschine aufgeteilt.

@ Auch groBtes Elements muss (am Stiick) bearbeitet werden.

n
*
m]axtj < T < th

7j=1
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Greedy-Algorithmus

~N o A WN =

[ee]

10

Approximation:

@ benutze Job-Reihenfolge wie gegeben (Online-Verfahren)

@ Zielmaschine ist die mit bisher kleinster Warteschlange

for 1=1 to m do
T; < O
A — O /* assigned Jobs x/
end
for =1 to n do
i € argmin T} /+ lowest workload so far =/
k=1,....m
A; +— A U {5} /+ assign job j to M; */
Ti <— T’z + tj
end
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Greedy-Algorithmus
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Approximationsgiite

Algorithmus macht groBten Fehler, wenn
tL=...=th1=1 <K t,,

dann:

Abbildung: Links: Greedy (7' = 7); rechts: optimal (T* = 4).
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Greedy-Algorithmus
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Approximationsgiite

Abschitzung max. Zeit 1" bzgl. T*

Bekannt:
t; <T* j=1,....n

Aulerdem miissen die m Maschinen auch wirklich die gesamte

Arbeit erledigen, d.h.
1
m2 ST
"
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Approximationsgiite

Greedy-Algorithmus hat Giite 2

Beweis.

Betrachte Maschine M; mit lingster Dauer T; = 7' und ihren
letzten Job j.

e M; hatte vorher minimale Last T} — t;
= > T 2m(T; —t))
k

1
— T,—t;<— T, <T*
% J = - Z k>
k
@ Dann bekommt M; letzten Job j zugewiesen, also

t; <T* = T,=(Ti—t;)+t; <T*+T*=2T"

M, braucht maximale Zeit 7' < 27*, also Giite 2. O]
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Sorted-Balance

~NOo O~ WN -

©

10

,Ausreiller’ storend ~»

Eingabe sortieren

for

end

for

end

tvh, =2 ta = t3 = D 7 T R
anschlielend gleicher Algorithmus:
i=1 to m do
T; < O
A+ @ /% assigned Jobs x/
j=1 to n do
¢ € argmin T} /*+ lowest workload so far =*/
k=1,....m
A A U {5} /* assign job j to M; */
15y <= I =F

19 /21



Verbesserter Algorithmus
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Hohere Approximationsgiite

Neue untere Schranke fur 7%

Betrachte die m 4+ 1 ersten sortierten Jobs:

\
=tmi1
| — T* Z 2tm+1

> 75m—&-1

M, My - M,

20/21
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Hohere Approximationsgiite

Sorted-Balance hat Giite 1,5

Beweis.
o n<m = alle Jobs auf eigener Maschine, 7' = T"*.
@ n>m = Maschine M; mit T, =T

o M; hat nur einen Job = optimal, =
o sonst wie im letzten Beweis sei j der letzte M;
zugewiesene Job und genauso

T,—t; <T* und t; <tpqq < 3T

damit
T, = (T; —t;) +t; <T* + 11"

T, Ol

W

Absteigende Sortierung ~ 1’ <
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